Dans tout ce chapitre #, U et @ désignent des vecteurs du plan.

1. Définition du produit scalaire et orthogonalité

M DEFINITION

Le produit scalaire de U et U, noté i - U (qui se lit « i scalaire U »), est défini par :

1

77 =2 (17 +7)2 - |72~ 1|7]2).

REMARQUES:
m Concretement, cela correspond a la moitié de 1'écart relatif entre AC? et AB2 + BC? sur le

graphique ci-dessous. C

=)

A

= Le produit scalaire de deux vecteurs n’est pas un vecteur mais un nombre réel.



Exemple Soit ABC un triangle tel que AB = 6, AC = 5 et BC = 8. Calculer BA - AC.
Correction

OnaBA - AC = o (|BA+AC|? - |BA||? - |ac|?) = 5 (

T | :

=5 (BC? — BA%2 — AC?) = - (82 — 6> —5%) =

B |34 -l 4c]?)

N |

N



B PROPRIETE

1) Le produit scalaire est commutatif, c’est-a-dire que ¥/ - 7 = U - U.
2)SiZ=00ud =0,alors -7 = 0.

3) U - i est également noté 112, appelé « carré scalaire de i/ ».

On a alors #?% = ||]| 2.

V PREUVE . )
Onadl -7 =2 (|4 +7|*=14l1* = I7]?) = 5 (IT+#|> = |F* = 1] ?) = 7 - .
Si i = 0 alors it 7 = 5 (||0+ 7 2= [T >~ 19912) = 3 (1712 -2 = | 7?) =,

Il en Va de mémesi T = 0. )
— — — —>1\2 —
72 = 2 (7 + 7)2 = 1712~ 17212) = 5 (122012 - 2017)12) = 5 (20171 - 2] 7]2)

N 1
=—( |2 =21311%) = 5 (211%]%) =[] >

—N

N



M DEFINITION

On dit que deux vecteurs # et U sont orthogonaux, ce que 'on note # | T, si, et seulement
N
si, u -0 = 0.

Le vecteur nul est donc orthogonal a tout vecteur du plan.

M PROPRIETE

Soit U et ¥ deux vecteurs non nuls.

— — 3 . o> —> 7U 7U
u et U sont orthogonaux si, et seulementsi, (1; 7) = 50U —> (27).

Concretement, cela veut dire que deux vecteurs non nuls sont orthogonaux quand ils
« forment un angle droit ».
Pour k £ 0, on sait que (#;k7) = (1;7) ou — (u; v) (271) donc si U est orthogonal a T,

alors U est orthogonal a tout vecteur colinéaire & U.



W PREUVE Soit A et B tels que @/ = AB et C tel que U = BC comme sur le graphique de la
premiere remarque.

Onaalors 7 + 7 = AC ainsi :

773 (el A ) - facr aw- e,

— — > - 1
Il en résulte que i et ¥ sont orthogonaux < 1 - 0 = 0 & 5 (AC* — AB>— BC?) =0

& AC? = AB? + BC? < ABC est rectangle en B autrement dit (i; 7) = g ou—= (27).

2

B PROPRIETE : Corollaire

Deux droites du plan sont perpendiculaires si, et seulement
si, un vecteur directeur de I'une est orthogonal a un vecteur

directeur de l’autre.



Exemple Soit ABC un triangle tel que AB = 6, AC =5et BC = 8.
Les vecteurs BA et AC sont-ils orthogonaux?
Correction
D’apres 'exemple précédent, BA - AC = % #0 A

donc les vecteurs BA et AC ne sont pas ortho-
gonaux. 5 6
Cela veut dire que, sur la figure ci-contre, les

droites (BA) et (AC) ne sont pas perpendicu-

laires donc que ABC n’est pas rectangle en A. 5 3 C

Pour deux vecteurs de norme fixée, on dit que le produit scalaire est une me-
sure du de ces deux vecteurs : plus il est proche de 0, plus 1’'angle

formé par ces deux vecteurs « semble droit ».



2. Produit scalaire et coordonnées

Dans ce paragraphe, toutes les coordonnées sont données dans un repere orthonormé du plan.

M PROPRIETE

/
— X — X 5 . — — P
Soit u ( > et v < . ).Le produit scalaire de u et v est donné par :
Yy Yy

u-7=xx'"+yy.

O A
V' PREUVE Remarquons préalablement que % + T ) ) On a alors :

y+vy

=)
<
I

2 2 2
1%+ )2 - |17 —H?fl\)

(

<\/(x+x’) (y+y')? x2+y2 x’2+y’2)
=5
(

1
(2xx" +2yy') = 5 X 2(xx’ +yy') = xx" +yy'.

I\JIHI\)IP—‘I\JIF—‘ NI—= N =

(x+x y+y) <x2+y2>—(x’2+]/2>)

x? 4 2xx’ + X P F2yy -y - x% —yP — x? y’z)

Cette formule n’est valable



VT=aiz[e]p]SEM Etudier la perpendicularité de deux droites

Soit quatre points A(—1; 2), B(5; 0), OnaA—B)< 6 ) etC_D)< 3 ) donc -
C(3; 4) et D(6; 13) dans un repere or- _)_2_) 9

thonorme. AB-CD =ii< 3 —li)—Z) x9=18-18 = 0.
Montrer que les droites (AB) et (CD) On en déduit que AB et CD, vecteurs directeurs des deux
sont perpendiculaires. droites, sont orthogonaux donc que les droites (AB) et (CD)

sont perpendiculaires.



VTSA1Ee]s TSP Introduire un repére orthonormé pour calculer

un produit scalaire

Exercice d’application

On considere le rectangle ABCD tel que
AB =4et AC =2.

D C

A B

Calculer AB - AC.

— 1 —>
On introduit i = ZAB et D
- 1-——=
] = EAD de sorte que A
X e WS j
le repere (A ; 1, ]> soit or- —>
thonormé et respecte les lon- A

gueurs données par 1'énoncé.

(4 N
OnaalorsAB( 0 ) etAC( ;L ) donc :

AB-AC=4x4+0x2=16.



3. Propriétés algébriques
La formule # - 7 = xx’ + yy’ permet de démontrer facilement les propriétés algébriques suivantes.

M PROPRIETE
m Le produit scalaire est distributif par rapport a 'addition: ¥ - (T 4+ @) = 4 - 0 + U - ©.
m Pourdeuxréelsketk': (ki) - (K'7) = (kxk)u-7.

En particulier (- %) -0 =u-(—0)=—uU-70.
V PREUVE
x x/ x//
Soit U , 7| °, |etw| ~ | dansunrepere orthonormé.
Yy y Yy
/ /!
On aalors ¥ + @ ( xl _—:: x// ) puis
yry
a’ . (5)_'_ ,Z/_U)) — x(x/ _|_ x//) _|_ y(yl + y//) — xx/ _|_ xx// _|_ yyl + yy// — xx/ _|_ yy/ + xx// _|_ yy//
=U-T+U- -0
Voir exercice




El] Démonstration d’une propriété algébrique

Prérequis. On supposera connue la propriété suivante.
/

<y —> X — X N 2
Soit u < ) et v ( , ) dans un repere orthonormé.
Y Yy

Onaiu -7 =xx' +yy.
Question. Montrer que, pour tous réels k et k’, et tous
vecteurs U et 7 du plan, on a:

(ki) - (KT) = (kx k)7 - T.



Le produit scalaire est également distributif par rapport a la soustraction puisque :
P (T-0) =0 (T+ (D) =@+ (—@) =0T+ (~F-B)=#-F— 7@,

Plus largement, (¥ 4+ 7) - (W+2Z)="U - W+ U-Z+ T - W+ 7 - Z.

Exemple Soit A, B, C et D quatre points du plan. Montrer que AB-BC — AB-BD = AB- DC.
Correction
AB-BC — AB-BD = AB- (BC — BD) = AB-(BC+ DB) = AB- (DB + BC) = AB-DC
d’apres la relation de Chasles.



B PROPRIETE : Identités remarquables

1%+ 7|2 = (4 +7)* _u2+2u T+ 0% = ||d||?>+2d -7+ || 7| ?
| —T||?2=(d—-7)>=u%-2" -7 + 0? :HE’HZ—Z?[-?J)—FH?J’Hz
= (U+70) (- ?)—72—72=WHZ—H?H2
W' PREUVE Démontrons le premier point :
1T+ T||*° = +0)° = +7) (L +7)
=U-U+U-T+7T- U+ 7 -7 par distributivité
= 14?4+ U -0+ U - T+ T? par commutativité
=2 4+21 - T+ T2 = || 0|2 +20 - T+ || T %



B THEOREME : Application : Théoréme de la médiane

Soit A et B deux points distincts du plan et I le milieu de [AB].

AB?
Pour tout M du plan, MA? + MB? = 2MI? + o

| W PREUVE On se référera a I’activité “prochains chapitres”



4. Autres expressions du produit scalaire

M PROPRIETE

Pour deux vecteurs i et ¥ non nuls et trois points A, B et C distincts du plan :
2 7T = ||| x|F|| xcos(i;7); s AB-AC = AB x AC X cos (BAc).

Exemple Correction
On considere le carré ABCD ci-dessous | On exprime d’abord ce produit scalaire en fonction de repré-

de coté 3. D sentants des vecteurs de méme origine A.

C

En effet, on sait que BC = AD, il en résulte donc que:
ITC)-ITC):ﬁ-A—C):ADxACXCOS(ITA\C).
Comme, de plus, AD = 3, AC = /32 +32 = /18 = 32 et
— 2
cos (DAC) = cos (45°) = L—, on en déduit que :
2 2

Vi oD

2 2

A B

LN BC.-AC =3 x 3v2 x
Calculer BC - AC.

9.




TSNS Déterminer un angle avec le produit scalaire
Exercice d’application

Dans un repere orthonormé, on consi- 1) Ona AB ( 5 > ot AC < 2 > done :
dere A(0; 0), B(5; 1) et C(2; 4). 1 4

1) Calculer AB- AC, AB et AC. o AB-AC=5x2+1x4=14
2) En déduire une mesure de l'angle o AB=+52+12=1/26

BAC. o AC=V2+4#=y20=2/5
On donnera le résultat en degrés, ar- 2) De AB- AC = AB x AC X cos (BAC), on déduit que

rondi a 0,1 pres. AB AC 14 7
! cos ( BAC )
( ) AB><AC Vi 6><2f /130

La calculatrice donne BAC ~ 52,1°.

REMAROUE : Plus généralement, le produit scalaire et la relation de Chasles permettent de
montrer le théoreme d’Al-Kashi qui donne des relations entre les longueurs des cotés et les

mesures des angles d"un triangle



B PROPRIETE

Si 1 et U sont colinéaires, alors :

m -0 =|u| x||7| siuetT sontdeméme sens;
m 1T =—|u| x||7| siietd sontdesensopposés.
Y PREUVE

Si ¥ et U sont de méme sens, alors cos (1; ) = cos(0) = 1 donc:

- - — — — —
w-o = |lu]l xlof| x1=|ull x|o].
Si U et U sont de sens opposés, alors cos (i; ¥) = cos(rr) = —1 donc:
- -

-7 = |ul| < [|7] x (=1) = =[] x||7].



M DEFINITION

Dans le plan, on considére une droite (AB) et un point C SE
/
extérieur a cette droite. 7
/
H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB) est l'inter- % ¢
section de (AB) et de la perpendiculaire a (AB) passant par H
C.

B PROPRIETE

Soit A, B et C trois points distincts du plan et H est le projeté orthogonal de C sur (AB).
On a alors :

AB-AC = AB- AH.

Plus précisément, si H # A, il y a deux configurations possibles :

= AB et AH ont méme sens : = AB et AH sont de sens opposés :
- C
| :
' |
! [
|
):_‘ > O

A
N

A H B H A )B
AB-AC = AB- AH = AB x AH AB-AC — AB-AH — —AB x AH




V' PREUVE D’apres la relation de Chasles, AC = AH + HC donc:

AB-AC = AB- (AH + HC) = AB- AH + AB- HC = AB - AH
puisque, AB et HC étant orthogonaux par définition de H, AB-HC =0.

Exemple
On consideére le carré ABCD ci-dessous
de coté 2 et I le milieu de [AB].

D C

A I B

Calculer AB - AC puis IC- Bl

Correction

B est le projeté orthogonal de C sur (AB) donc :

"AB = AB? =22 — 4,

m\l
m\(

AB-AC=A

—_— > —

IC-BI=IC-TA=1A- C et B est le projeté
d

I
orthogonal de C sur (IA) donc :



Soit C et D deux points distincts, extérieurs a une droite
(AB).

AB-CD = AB-C'D/, oi1 C' et D' sont les projetés orthogo-
naux respectifs de C et D sur (AB).

oY
irr @

S it \=



5. Vecteur normal a une droite

M DEFINITION
Dans le plan, on dit qu'un vecteur non nul 71 est normal a une droite - /
d s’il est orthogonal a un vecteur directeur de d. \
71 est alors orthogonal a tout vecteur directeur de d. d

B PROPRIETE
On se place dans un repere orthonormé du plan et on considere deux réels a et b non tous les

deux nuls.

S a
m La droite d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 admet n ( ; ) pour vecteur normal.

: . - [ a . :
m Réciproquement, une droite admettant n ( b ) pour vecteur normal a pour équation

ax + by +c = 0 (ot ¢ est a déterminer).



P PREUVE

Soit 17 ( Z ) et d d’équation ax + by + ¢ = 0. On sait que d admet ( > pour vecteur

a

directeur or i -1 = —bXa+axb = —ba+ab = 0donc 1 ( Z ) est orthogonal a 7,

vecteur directeur de d : 77 est un vecteur normal a d.

L a :
Soit une droite d admettant n ; pour vecteur normal et A(x4;y4) un point de d.

Un point M(x;y) appartient a d si, et seulement si, AM est orthogonala 7 < AM -1 = 0.
X —XA

et Meds (x—x4)a+ (y—ya)b=0
Y—Ya b

& ax+by+ (—axp — by y) = 0:1a droite d a bien une équation de la forme ax + by + ¢ = 0.

Comme m

Exemple Correction
Donner un vecteur normal a la droite d | 2x —3y +5 = O est de la forme ax + by +c =0 aveca = 2 et

d’équation 2x — 3y +5 = 0 dans un re-

b= —-3donc 7 < ) est normal a d.

pere orthonormé.



TG Trouver une équation de droite avec un vecteur normal
Exercice d’application

Dans un repére orthonormé, déterminer une équation cartésienne de la droite d passant par

[ 5
A(2; —4) et de vecteur normal 7 ( ‘ )

Il y a deux fagons de procéder.

S 5 : :
o Comme 1 ( ‘ > estnormal a d, elle a pour équation 5x 4 6y + ¢ = 0 ot c reste a déterminer.

De plus, A € ddoncb5xy +6ys +c=0<5%x24+6%x(—4)+c=0< —-14+c=0
& ¢ = 14 :1a droite d a donc pour équation 5x + 6y + 14 = 0.
o M(x;y)ed@m-ﬁ:O(:)(x—z)><5+(y+4)><6:0<:)5x+6y+14:0.



