.1 . Fonction dérivée

M DEFINITION

Si, pour tout réel a € I, f'(a) existe, on dit que f est dérivable sur I.

On définit alors une nouvelle fonction f’ sur I par :

flox— fl(x).
B PROPRIETE : Dérivées des fonctions usuelles
Fonction Domaine Domaine de Fonction dérivée
de définition dérivabilité
f@)=mx+p | R R Fx) = m
fx)=p R R fl(x) =0
f(x) = x? R R fl(x) =2x
f(x) =x",neN R R f'(x) = nx"1
_ l * * / _ _i
fla) = R R Fl(®) = —
fx) = Vv 0; +oo] 0; -+ F) =5




¥ PREUVE
Soit f : x — mx + p. Voir exercice
Soit f : x — x> Pour toutx € Reth # 0,0na:

Af, o (x+h)?—x* 2xh+h*
Ax( %) = h h _2x+hh:>02x.

1
Soit f : x — ;.Pourtoutx c R*eth #0telquex+h € R*, ona:

1 1 h

A_f(x):m_;_ x(x+h) 1 1

Ax K x(xih) ndo 22

Soit f : x — /x. Pour toutx €]0; +oo[eth # 0telque x +h €]0; +oof,0ona:

A_f<) \/x+ —V/x _ Vx+h \/— Vx+h+x h/ 1

Ax S0 2v/x

VR REVE  f(arheyR) 0V




B PROPRIETE : Dérivation : somme et produit par une constante

Soient u et v deux fonctions définies et dérivables sur [ et k € R. Alors :
m Lafonction u +v: x — u(x) + v(x) est dérivable sur I etona (1 +v) = u' + v'.

m La fonction ku : x — ku(x) est dérivable sur I etona (ku)" = ku'.

W PREUVE Soita € Ieth #0telquea+h € I. Alors:

(uto)ath) — (uto)a) _ulath) —ul@)  olath) ol o0
h h h h—0
Le deuxiéme point se traite facilement.

Exemple
f x> /x+x° estdela forme u + v avec u(x) = y/x et v(x) = x°. Ainsi :

F(x) = ' (x) + 0/ (x) = % 45t

f x> 8x° est de la forme ku avec k = 8 et u(x) = x°. Ainsi:

f'(x) = ku'(x) = 8 x 5x* = 40x*.



B PROPRIETE : Dérivation : produit

m La fonction uv : x — u(x)v(x) est dérivable sur I eton a (uv)' = u'v + uv'.

W PREUVE Soita € Teth #0telquea+h € I. Alors:

(uv)(a+h) — (uv)(a) u(a+h)v(a+h)—u(a)v(a)

h h

On ajoute et retranche la méme quantité

u(a+h) —u(a)v(a) lu(a)z;(ﬁhf— u(a)
I

- +u(a)

v(a+h) —ov(a)
h




B PROPRIETE : Dérivation : inverse et quotient

Soient u et v deux fonctions définies et dérivables sur I telles que v ne s’annule pas sur I.
Alors :
1 1 1

/ 'U/
m [Lafonction — : x — —— est dérivable sur [ et on a (—> = —=.
v v(x) v v
u u(x , uN'  u'v—uo
m Lafonction — : x — ( ) est dérivable sur [ et on a (—) = 5 i
v v(x) v v

| W PREUVE Voir exercice [l Soient u et v deux fonctions définies et dérivables
sur un intervalle I telles que v ne s’annule pas sur I.
1) Soit f : x = —.
) SIS o

a) Soit x € I. Démontrer que :
A—f(x) ~v(x) —v(x+h)

AxY" ho(x+h)o(x)
b) En déduire f'(x).

u(x)

v(x)’

En écrivant g(x) comme un produit et en utilisant
les propriétés de dérivation déja établies, déterminer

g'(x).

2) Soit g : x —



VI=ansle]s]=E M Déterminer la fonction dérivée d’une fonction

1) On commence par identifier la forme de la fonction f (somme, produit, inverse, quotient
de fonctions usuelles).

2) On détermine 1'ensemble de définition et de dérivabilité.

3) On dérive séparément chacune des fonctions composant f.

4) On calcule f'(x) en appliquant les formules de dérivation du cours.

= GleleEre e nlllezilonl Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctions suivantes :

1

Cox2 41
. x—3
2) g(x) = xy/x 4) i(x) = T

1) f(x) =7x> —2x* +5 3) h(x)




1) f estde la forme u + v + w (somme) avec u(x) = 7x3, v(x) = —2x% et w(x) = 5.
Ces trois fonctions sont définies et dérivables sur IR, il en est de méme pour f.
De plus, u/(x) =7 x (3x?) = 21x?,¢'(x) = —2 x (2x) = —4x et w'(x) = 0.
Ainsi, pour tout réel x :

f'(x) = 21x* — 4x.

2) g est de la forme uv (produit) avec u(x) = x et v(x) = \/x. Ces deux fonctions sont définies

sur [0; +oo[ et dérivables sur |0 ; 4o0[, il en est de méme pour g.

1
De plus, u'(x) = 1etv'(x) = ——=. Ainsi, pour tout x > 0:

2y/x

g,(x)zlx\/}+xx%:\/}+\é§:3\z/§.



L. L pe , : .
h est de la forme = (inverse) avec v(x) = x% + 1. v est définie sur R et ne s’annule jamais

donc h est définie et dérivable sur IR.

De plus, v'(x) = 2x. Ainsi, pour tout réel x :

2x

W(x) = e

i est de la forme % (quotient) avec u(x) = x — 3 et v(x) = 2x + 4. Ces deux fonctions sont
définies sur IR mais v s’annule en —2. Donc i est définie et dérivable sur R \ {—2}.
De plus, u/(x) = 1 et v’'(x) = 2. Ainsi, pour tout x # —2:

o Ix(2x+4)—-(x—-3)x2 10

(%) (2x T 47 TR




