1. Les suites arithmétiques

M DEFINITION

On dit qu'une suite (1, ) est arithmétique, s'il existe un réel r tel que pour tout entier naturel,
onatuyyl = Uy +7.
Le réel r est appelé la raison de la suite arithmétique (uy,).

Une suite arithmétique est définie par une relation de récurrence; on ajoute

toujours le méme terme. Pour la définir, il faut donner son premier terme et sa raison.

uz =4
Exemple La suite définie par ’ pour n > 3 est une suite arithmétique de
Upyy1 = Uy —D

raison —>b.



VTN Démontrer qu’une suite est arithmétique

Pour tout entier appartenant a IN, on calcule la différence 1,11 — uy.

On montre que cette différence est constante.

Exercice d’application

Montrer que la suite (u,) définie sur N | Pour tout n dans IN :

par u, = 2+ 3n est arithmétique.
Upi1—Up=2+3(n+1)—(2+3n)

=2+4+3n+3—-2-3n
=3

Donc (u,,) est une suite arithmétique de raison 3.

VTSizesS-M Démontrer qu’une suite n’est pas arithmétique

On utilise un contre-exemple pour prouver qu'une suite n’est pas arithmétique.

On calcule deux différences de termes consécutifs et on montre qu’elles ne sont pas égales.

Exercice d’application

g =0 On calcule les trois premiers termes, par exemple :

Up1 = Un + 20 upg=0 w1 =ug+2x0=0 up=1u;+2x1=2
pour n > 0 est-elle une suite arithmé-

La suite définie par

Puis on calcule les différences :
tique?
91 up —ug = 0etup —uy =2donc uy — uy # Uy — uq.

La suite (u,) n’est pas arithmétique.



B THEOREME : Forme explicite d’une suite arithmétique

m Si (uy,) est une suite arithmétique de raison r, alors pour tout entier naturel 7, on a :
Uy = ug + nr.
m Si (uy) est une suite arithmétique de raison 7, alors pour tous les entiers naturels 7 et k,

ona:
Uy =ug+ (n—k)r.
V PREUVE
Par définition, on sait que pour tout entier naturel n, on a u,, = u, +r.
([ up=ug+r
Up =uj+r

Donc{ uz=up+r

\ u?’l — u?’l*l + r
On ajoute alors membre a membre et on obtient :

U +uy+...+uy_1+uy, =uy+uy+..+u,_1+ nr.

On retranche de chaque c6té le terme 1y 4 1y + ... + u,,_1 et on obtient u;,, = ugy + nr.
Soient deux nombres entiers naturels n et k. En écrivant la propriété précédente pour k, on
obtient :

U = ug + kr , soit ug = uy — kr (1)

D’autre part : u, = uy + nr donc en utilisant 'égalité (1) :

Uy = uy — kr +nr donc u, = u + (n —k)r.



VTSN Déterminer la forme explicite d’une suite arithmétique

1) Soit la suite arithmétique (u,,) de premier terme 1y = 3 et de raison —4. Déterminer sa forme
explicite.

2) Soit la suite arithmétique (v, ) de raison 5 et telle que v1g = 7. Déterminer sa forme explicite.

Correction

1) Pour tout entier naturel n, u,, = 3 — 4,,.
2) Pour tout entier naturel n, v, = v19 + (n — 10)r < v, =7+ 5(n — 10) = 5n — 43.



M PROPRIETE

n(n+1).

La somme des n premiers entiers naturels est égale a >

W PREUVE On peut exprimer la somme des n premiers entiers naturels de deux manieres :
S=1+2 +..+n On additionne les deux égalités.
S=n+n-1 +..+1

25=n+1)+n+1) +.+n+1)

1
Puis on obtient 2S5 = n (n 4 1) d’ot le résultat S = @

n
Lasommedek =0andesu;senoteS = Y up=ug+u+..+uy.

=0

. L e n(n+1

Ainsi, la propriété précédente peut s’écrire ) k = ¥
k=0



2. Les suites géométriques

B DEFINITION

On dit qu’une suite (u,) est géométrique s'il existe un réel g non nul tel que pour tout entier
naturel n,on a u, 1 = uy X q = quy,.

Le réel g est appelé la raison de la suite géométrique (u,).

Une suite géométrique est définie par récurrence; on multiplie toujours par
le méme terme. Pour définir une suite géométrique, il faut donner son premier terme et sa

raison.

Exemples
La suite des puissances de 10 est géométrique de raison 10.
La suite définie par u, = (—1)" pour n € N est géométrique de raison —1. Elle ne prend

que les valeurs —1 et 1.



VTSNS Démontrer qu’une suite est géométrique

. u A P N
On calcule le quotient "1 ot on montre qu’il est égal a une constante.

Up
Exercice d’application
Montrer que la suite (u,) définie sur N = Pour tout entier n de IN :
2n+1
par in = —5.- est géométrique. 2n+2
Upy1  32(n+1) on+2 32"
Uy, ~ on+l T 32042 X on+1
32n

2n+2—n—1 2

B 2
o 32n+2-2n o 3_2 o §

2
Donc (u,) est une suite géométrique de raison 3"
VT=nz[e]M Démontrer qu’une suite n’est pas géométrique

On utilise un contre-exemple pour démontrer qu’une suite n’est pas géométrique.

On calcule deux quotients de termes consécutifs et on montre qu’ils ne sont pas égaux.

Exercice d’application

La suite définie par up =1 On calcule les trois premiers termes.
Upt1 = Un X 21 up=1,up =uy x2x1=2,u3 =1y x2x2=38.
> - cométri ? . :
pour n = 1 est-elle géométrique Puis on calcule les quotients :

u u 8 u u

2 —2et— =2 =4donc — # =

Uq uz U g

On en déduit que la suite (1, ) n’est pas géométrique.



B THEOREME : Forme explicite d’une suite géométrique

m Si (uy) est une suite géométrique de raison g, alors pour tout entier naturel 7 on a :

Uy = upq".
m Si (uy,) est une suite géométrique de raison ¢, alors pour tous entiers naturels n etk on a:
Uy = urq" k.

W PREUVE

Par définition, on sait que pour tout entier naturel n, on a u,, = quy,.
Donc uy = qug, up = quq, uz = quy, ..., Uy = qU,_1.
On multiplie membre a membre et on obtient :

Up X Up X oo X Uy X Uy = q" X Uy X Upeee X Upy_q
On divise de chaque coté par le terme 11 X up X ... X u,_1 et on obtient u, = ugy x g".
Soient deux nombres entiers naturels 7 et k.
Comme g # 0, en écrivant la propriété précédente pour k, on obtient :

u

uk:uoqu@uozq—llz. (1)

D’autre part, u, = up X g". Donc en utilisant 1’égalité (1) :

u _
un:—]]zxq” donc uy, = uy x g" K.

q




TTANEI=ETM Déterminer la forme explicite d’une suite géométrique

1) Soit la suite géométrique (1) de premier terme 1y = 1 et de raison 2. Déterminer sa forme
explicite.

2) Soit la suite géométrique (u,) telle que uy = 21 et de raison 3. Déterminer sa forme explicite.

Correction

1) u, =2 x 2" =2+l
2) Uy = ugq" "t =2 x 3"



B PROPRIETE : Somme des 72 + 1 premiéres puissances d’un réel g non nul et g # 1
1 — qn—l—l

n
Pour tout réel g non nul et différentde 1, Y ¢ =1+g+ ...+ g" = 1
k=0 -

V' PREUVE On écrit la somme des 7 + 1 premiéres puissances d"un réel g non nul et différent
de1:

S=1+g+..+4" (1)

On multiplie S par g et on obtient
4S = q+q° + ..+ 4" 2)

On soustrait membre a membre les équations (1) et (2), donc on obtient :

(1-9)S=1—g""!, Cest-a-dire S = 1_—qn+1
(1-9)




B PROPRIETE : Cas d’une suite arithmétique

Soit la suite u arithmétique de raison r non nulle et de premier terme .
Si r est négative, alors la suite u est décroissante.

Si r est positive, alors la suite u est croissante.

W PREUVE Soit u une suite arithmétique de raison r et de premier terme uy.

Par définition, pour tout entier naturel n, u,, ;1 = u, +r. Donc u, 1 —u, =r.
Si r est négative, alors, pour tout entier naturel n, 1,11 — u, <0, c’est-a-dire u,, 11 < uy.
Dans ce cas, u est décroissante.

Si r est positive, alors, pour tout entier naturel n, 1,1 — u,; > 0, c’est-a-dire u,, 1 > uy.

Dans ce cas, u est croissante.



B PROPRIETE : Cas d’une suite géométrique

Soit la suite u géométrique de raison g et de premier terme 1.
Siug > 0et0 < g <1,alors la suite u est décroissante.

Siug > 0etqg > 1, alors la suite u est croissante.

Siug < 0et0 < g < 1,alors la suite u est croissante.

Siug < Oetqg > 1, alors la suite u est décroissante.

Sig < 0, alors la suite u n’est pas monotone.

¥ PREUVE
Soit la suite u géométrique de raison g et de premier terme 1y avecug > 0et0 < g < 1.
Par définition, pour toutn € IN, u,, .1 = u, X getu, > 0. Pour toutn € N, Untl _ g<1
donc dans ce cas, u est décroissante. !
L’exercice Jg¥¢] présente les preuves pour les autres cas.

Exemples

La suite u définie pour tout entier naturel n par u, = —2n + 5 est arithmétique de raison
—2. Elle est donc décroissante. N .
La suite v définie sur IN par v, = —2 X 5) est géométrique de raison 0 < 3 < letde

premier terme v, = —2 < 0. Elle est donc croissante.



3. Comportement a I’infini

B DEFINITION INTUITIVE : Suite convergente

On dit qu’une suite converge vers | lorsque ses termes se rapprochent de plus en plus de !

lorsque n devient tres grand (cela signifie u, — ).
n— o0

Exemples

(uy) est la suite définie pour tout entier na- 1
turel

5
par uy = —
Lorsque n tend vers +oo, u, tend vers 0 "
( u, —0). . >

n— o0 011
On dit que (u,) converge vers 0.
Si une suite (1, ) converge vers I, on dit que la suite a pour Jimite

Si une suite (1, ) converge vers /, on note lir£ Uy =1
n—+00

(on lit : «limite quand 7 tend vers +co de u,, égal [ »).



M DEFINITION INTUITIVE : Suite divergente

On dit qu'une suite est divergente lorsqu’elle n’est pas convergente. Deux cas sont possibles :
m la suite n’a pas de limite;
m les termes de la suite tendent vers +oo (ou vers —oo).

On dit alors que la suite a pour limite 4-co (ou —o0).

On note alors lim u,; = 4o (ou lim u, = —o0).
n——+oo —r+too

n
Des définitions plus completes seront données en Terminale.

Exemples (1) est la suite définie pour tout entier naturel par u, = n> — 12n.

(uy) est la suite définie pour tout entier naturel par u, = (—1)".

Elle est divergente et n’a pas de limite.

150
1 100
0] 1 50

0

Elle est divergente et a pour limite 4-co. On note lirﬂ Uy = +o0.
n—+00



TTSiz(e]s]5 M Conjecturer la limite d’une suite a partir de valeurs

Sur la table de la calculatrice ou un tableur :

o onregarde les termes de la suite pour des grandes valeurs de 7;

o s’ils semblent tendre vers un nombre [ (ou vers 400 ou —o0), on conjecture que la suite
converge vers [ (ou diverge vers +co ou —o0).

. 4 n
P -
E 1178
10 0=0l
ik JiEzE
1] L0778
ek 048
=0 A0EEs

Conjecturer la limite de la suite (u,,) dé-

finie pour n > 1 par u, =

1+ 3n?

nt—1"

Correction

Les termes de la suite semblent tendre vers 0.

On conjecture que lim u, = 0.
n——+o00



VTS e]s]SI-M Lire graphiquement la limite d’une suite

o Sila suite est définie de fagcon explicite, on observe si les ordonnées semblent se rapprocher
d’une valeur quand n prend des valeurs de plus en plus grandes.

o Si la suite est définie par récurrence, on regarde en abscisse si les termes de la suite se
rapprochent de plus en plus d’une valeur quand n prend des valeurs de plus en plus

grandes.

Exercice d’application

1) Lire graphiquement la limite de la suite représentée ci-dessous.
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2) Lire graphiquement la limite de la suite représentée ci-dessous.

\ 4

Correction

1) La suite représentée ci-dessus semble converger vers 0,7.

Onnote lim u, =0,7.
n—+o00

2) La suite représentée ci-dessus semble converger vers 1.

Onnote lim v, =1.
n——+oo



