
Cours - Méthodes

1. Variable aléatoire et loi de probabilité

DÉFINITION : Variable aléatoire discrète

Soit Ω = {e1; e2; ...; em} l’univers fini d’une expérience aléatoire.
Une variable aléatoire X sur Ω est une fonction qui, à chaque issue de Ω, associe un nombre
réel.

NOTATION : x est un réel, l’événement « X prend la valeur x » est noté (X = x), il est formé
de toutes les issues de Ω ayant pour image x.

DÉFINITION : Loi de probabilité d’une variable aléatoire discrète

Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs {x1; x2; ...; xn}. Lorsqu’à chaque valeur xi ,
on associe la probabilité de l’événement (X = xi) , on définit la loi de probabilité de X.

REMARQUE : La loi de probabilité d’une variable aléatoire se présente à l’aide d’un tableau.

xi x1 x2 . . . xn

P (X = xi) p1 p2 . . . pn

On a P (X = x1) + P (X = x2) + ... + P (X = xn) = 1.

MÉTHODE 1 Étudier une variable aléatoire Ex. 23 p. 278

Pour déterminer la loi de probabilité d’une variable aléatoire X :
1) on détermine les valeurs xi que peut prendre X ;
2) on calcule les probabilités P (X = xi) ;
3) on résume les résultats dans un tableau.

Exercice d’application

Une urne contient cinq jetons indiscer-
nables au toucher numérotés de 1 à 5.
Un joueur participe à la loterie en payant
2 e, ce qui lui donne le droit de prélever
au hasard un jeton dans l’urne.
• Si le numéro est pair, il gagne en euros

le double de la valeur indiquée par le
jeton.

• Si le numéro est impair, il perd sa
mise.

Soit X la variable aléatoire égale au « gain
algébrique ».
Déterminer la loi de probabilité de X.

Correction

1

2

3

4

5

-2

2

6

L’univers est l’ensemble des 5 jetons.
Les cinq issues sont équiprobables.
Les jetons 1, 3 et 5 font perdre 2 euros ;
le jeton 2 fait gagner 2 × 2 − 2 = 2 euros ;
le jeton 4 fait gagner 4 × 2 − 2 = 6 euros.
X peut prendre les valeurs −2 ; 2 et 6.
L’événement (X = −2) est réalisé pour les issues 1 ; 3 ; 5 donc

P (X = −2) =
3
5

.
L’événement (X = 2) est réalisé pour l’issue 2 donc

P (X = 2) =
1
5

.
L’événement (X = 6) est réalisé pour l’issue 4 donc

P (X = 6) =
1
5

.
On présente la loi de probabilité de X dans un tableau.

xi −2 2 6

P (X = xi)
3
5

1
5

1
5
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2. Espérance, variance et écart-type

DÉFINITIONS
Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs x1; x2; ...; xn avec les probabilités p1; p2; ...; pn.

On appelle espérance de X le nombre : E (X) = p1x1 + p2x2 + ... + pnxn =
i=n
∑

i=1
pixi.

On appelle variance de X le nombre :
V (X) = p1 (x1 − E (X))2 + p2 (x2 − E (X))2 + ... + pn (xn − E (X))2

=
i=n

∑
i=1

pi (xi − E (X))2 .

On appelle écart-type de X le nombre σ (X) =
√

V (X).

REMARQUES :
Le mot « espérance » vient du langage des jeux : lorsque X désigne le gain, E(X) est le
gain moyen que peut espérer un joueur sur un grand nombre de parties.

Une autre formule de la variance est V (X) =
i=n
∑

i=1
pixi

2 − [E (X)]2 (voir exercice 70 ,

p. 286).
VOCABULAIRE : Un jeu est équitable lorsque l’espérance du gain est nulle.

MÉTHODE 2 Utiliser la calculatrice Ex. 31 p. 279

On souhaite calculer l’espérance et l’écart-type d’une variable aléatoire.
• Avec une TI

Appuyer sur STAT, puis menu EDIT, sélectionner 1 : Edite
Entrer les valeurs xi en liste L1 et les probabilités pi en liste L2
Pour afficher les paramètres, appuyer sur STAT, puis menu CALC, sélectionner 1 :Stats
1-Var, taper L1,L2, puis appuyer sur Entrer.

• Avec une Casio
Sélectionner le menu 2 (STAT)
Entrer les valeurs xi dans List1 et les probabilités pi dans List2.
Sélectionner (F2) CALC puis (F6) SET, sélectionner 1 : Var Xlist (F1) List 1 et 1VarFreq (F2)
List2. Appuyer sur EXIT (F1) 1Var.

Exercice d’application

On donne la loi de probabilité d’une va-
riable aléatoire X.
Calculer E (X) et σ (X) avec une calcula-
trice.

xi −3 −1 2 5
pi 0,1 0,4 0,3 0,2

Correction

Avec une TI

espérance

écart-type

Avec une Casio

espérance

écart-type
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Approfondir

67 Un dé tétraédrique a été truqué de telle sorte que
p2 = p4 = 2p1 = 2p3 (où pi est la probabilité d’appari-
tion du résultat i).

Un joueur lance ce dé. S’il obtient un résultat pair, il
perd x euros, sinon il gagne y euros. Calculer x et y pour
que le jeu soit équitable et que la variance du gain soit
égale à 8.

68 Une urne contient 1 boule rouge et 4 boules noires.
On prélève successivement et sans remise chacune des
cinq boules. On note N le rang d’apparition de la boule
rouge.

1) Quelles sont les valeurs prises par N ?
2) Déterminer la loi de probabilité de N.
3) Calculer E(N) et interpréter.

69 Une entreprise fabrique des objets. 5 % des objets
présentent au moins le défaut A, 3 % des objets pré-
sentent au moins le défaut B et 94 % n’ont aucun des
défauts A et B.

1) Compléter la répartition des objets par les pourcen-
tages qui conviennent.

B B Total
A

A

Total 100
2) On prélève un objet au hasard.

a) Calculer la probabilité que cet objet ne présente
aucun défaut.

b) Calculer la probabilité que cet objet présente au
moins un défaut.

3) La réparation du défaut A coûte 2 euros et celle du
défaut B coûte 3 euros. On note X la variable aléa-
toire qui donne le coût de réparation par objet.
a) Quelles valeurs peut prendre X ?
b) Calculer E (X).
c) Estimer le coût total des réparations pour 5 000

objets produits dans cette entreprise.

70 Formule de König

Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs
x1, x2, ..., xn avec les probabilités p1, p2, ..., pn.

On rappelle que :

E (X) =
i=n
∑

i=1
pixi et V (X) =

i=n
∑

i=1
pi(xi − E (X))2.

1) Démontrer que V (X) =
i=n
∑

i=1
pixi

2 − (E (X))2.

2) On donne la loi de probabilité d’une variable aléa-
toire X.
Calculer V(X) avec la formule trouvée au 1).

xi 1 2 3 4
pi 0,1 0,2 0,3 0,4

71 Péréquation affine

Lors d’une épreuve, les notes attribuées aux candidats
suivent la loi de probabilité suivante :

Notes 0 1 2 3 4 5
Probabilité 0,01 0,04 0,06 0,11 0,19 0,16

Notes 6 7 8 9 10
Probabilité 0,10 0,13 0,14 0,04 0,02

1) Pour un candidat pris au hasard, on note X sa note
obtenue. Calculer E (X) et V(X).

2) Le responsable du concours souhaiterait que la
moyenne soit égale à 5 et la variance soit égale à 3.
Il demande d’appliquer une transformation affine
qui à X associe aX + b.
Calculer a et b (on arrondit à 0,01 près).

72 Optimisation (d’après Bac)

Une urne contient 50 jetons de couleurs bleue, rouge ou
jaune. 10 % des jetons sont bleus, il y a trois fois plus
de jetons jaunes que de jetons bleus. Un joueur tire un
jeton au hasard.
• S’il est rouge, il remporte le gain de base.
• S’il est jaune, il remporte le carré du gain de base.
• S’il est bleu, il perd le cube du gain de base.
On note X le gain à ce jeu.
1) On suppose que le gain de base est 2 euros.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.
b) Calculer le gain moyen que l’on peut espérer réa-

liser sur un grand nombre de tirages.
2) On cherche à déterminer la valeur du gain de base g0,

telle que le gain moyen réalisé sur un grand nombre
de tirages soit maximal. Le résultat sera arrondi au
centime d’euro. Soit x le gain de base en euros.
a) Montrer que le problème posé revient à étudier les

éventuels extremums de la fonction f définie sur
[0 ; +∞[ par f (x) = −0, 1x3 + 0, 3x2 + 0, 6x.

b) Étudier le sens de variation de f sur l’intervalle
[0 ; +∞[.

c) Conclure.
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DÉFINITIONS
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V (X).
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p. 286).
VOCABULAIRE : Un jeu est équitable lorsque l’espérance du gain est nulle.

MÉTHODE 2 Utiliser la calculatrice Ex. 31 p. 279

On souhaite calculer l’espérance et l’écart-type d’une variable aléatoire.
• Avec une TI

Appuyer sur STAT, puis menu EDIT, sélectionner 1 : Edite
Entrer les valeurs xi en liste L1 et les probabilités pi en liste L2
Pour afficher les paramètres, appuyer sur STAT, puis menu CALC, sélectionner 1 :Stats
1-Var, taper L1,L2, puis appuyer sur Entrer.

• Avec une Casio
Sélectionner le menu 2 (STAT)
Entrer les valeurs xi dans List1 et les probabilités pi dans List2.
Sélectionner (F2) CALC puis (F6) SET, sélectionner 1 : Var Xlist (F1) List 1 et 1VarFreq (F2)
List2. Appuyer sur EXIT (F1) 1Var.

Exercice d’application

On donne la loi de probabilité d’une va-
riable aléatoire X.
Calculer E (X) et σ (X) avec une calcula-
trice.

xi −3 −1 2 5
pi 0,1 0,4 0,3 0,2

Correction

Avec une TI

espérance

écart-type

Avec une Casio

espérance

écart-type
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MÉTHODE 3 Interpréter l’espérance et la variance Ex. 45 p. 281

Exercice d’application

On donne les lois de probabilités du gain
X et Y de deux jeux.

Jeu no 1

xi −5 −1 0 1 3
P(X = xi) 0,2 0,3 0,1 0,1 0,3

Jeu no 2
yi −3 −1 0 1 2
P(Y = yi) 0,1 0,4 0,2 0,2 0,1

Quel jeu peut-on conseiller au joueur ?

Correction

Pour le jeu no 1 : E (X) = −0, 3, V (X) = 8, 01 et σ (X) ≈ 2, 83.
Pour le jeu no 2 : E (Y) = −0, 3, V (Y) = 1, 81 et σ (Y) ≈ 1, 35.
Les deux jeux ont la même espérance de gain, celle-ci étant né-
gative. Les jeux sont défavorables aux joueurs, on peut donc
les déconseiller.
L’écart-type mesure la dispersion des gains autour de l’espé-
rance, donc il évalue le risque du jeu. Ici, σ (Y) < σ(X).
Si un joueur veut vraiment participer, il vaut mieux lui
conseiller le jeu no 2 pour lequel le degré de risque est moins
grand.

3. Transformation affine d’une variable aléatoire

DÉFINITION

Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs x1 ; x2 ; ... ; xn.
Pour tous réels a et b, on peut définir une autre variable aléatoire, en associant à chaque issue
donnant la valeur xi, le nombre axi + b. On note cette variable aléatoire aX + b.

PROPRIÉTÉ

E (aX + b) = aE(X) + b et V (aX) = a2V (X) .

PREUVE

E (aX + b) = p1 (ax1 + b) + p2 (ax2 + b) + ... + pn (axn + b)

= ap1x1 + bp1 + ap2x2 + bp2 + ... + apnxn + bpn

= ap1x1 + ap2x2 + ... + apnxn + bp1 + bp2 + ... + bpn

= a (p1x1 + p2x2 + ... + pnxn) + b (p1 + p2 + ... + pn)

= aE (X) + b × 1

E (aX + b) = aE (X) + b

D’après la seconde formule de la variance :
V (aX) = p1(ax1)

2 + p2(ax2)
2 + ... + pn(axn)

2 − [E (aX)]2

D’après la formule précédente : E (aX) = aE (X), donc :
V (aX) = p1a2x2

1 + p2a2x2
2 + ... + pna2x2

n − [aE (X)]2

= a2
(

p1x2
1 + p2x2

2 + ... + pnx2
n

)
− a2[E (X)]2

= a2
(

p1x2
1 + p2x2

2 + ... + pnx2
n − [E (X)]2

)

V (aX) = a2V (X)
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REMARQUE : V (aX + b) = a2V (X) et σ (aX + b) = |a| σ (X)

En effet :

V (aX + b) =
i=n

∑
i=1

pi(axi + b − E (aX + b))2

=
i=n

∑
i=1

pi(axi + b − aE (X)− b)2

=
i=n

∑
i=1

pi(axi − aE (X))2

=
i=n

∑
i=1

pia2(xi − E (X))2

V (aX + b) = a2V (X)

σ (aX + b) =
√

V (aX + b)

=
√

a2V (X) = |a|
√

V (X)

σ (aX + b) = |a| σ (X)

Exemple

On donne E(X) = 3 et V(X) = 16.
Calculer :
1) E(−2X + 5)
2) V(−2X + 5)
3) σ(−2X + 5)

Correction

1) E(−2X + 5) = −2E(X) + 5 = −2 × 3 + 5 = −1
2) V(−2X + 5) = (−2)2 × V(X) = 4 × 16 = 64
3) σ(−2X + 5) = |− 2|σ(X) = 2

√
V(X) = 2 ×

√
16 = 8

MÉTHODE 4 Appliquer une transformation affine Ex. 51 p. 282

Exercice d’application

Un coiffeur se déplace à domicile.
On note X le nombre de rendez-vous sur
une journée.
La loi de probabilité de X est donnée par
le tableau ci-dessous.

xi 0 1 2 3 4 5
pi 0,03 0,09 0,15 0,38 0,18 0,17

Chaque rendez-vous lui rapporte 30 eu-
ros, et ses frais de fonctionnement quoti-
diens s’élèvent à 15 euros.
On note Y son gain journalier.
1) Calculer E(X).
2) Quelle relation lie X et Y ?
3) En déduire E(Y).

Correction

1) E (X) = 0, 03 × 0 + 0, 09 × 1 + 0, 15 × 2 + 0, 38 × 3 + 0, 18

× 4 + 0, 17 × 5

E (X) = 3, 1.
2) Le gain journalier Y est tel que Y = 30X − 15.
3) E (Y) = E (30X − 15)

= 30E (X)− 15

= 30 × 3, 1 − 15

= 93 − 15

E (Y) = 78 (en euros).
Ainsi, le coiffeur peut espérer gagner 78 euros en moyenne
par jour.
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MÉTHODE 3 Interpréter l’espérance et la variance Ex. 45 p. 281

Exercice d’application

On donne les lois de probabilités du gain
X et Y de deux jeux.

Jeu no 1

xi −5 −1 0 1 3
P(X = xi) 0,2 0,3 0,1 0,1 0,3

Jeu no 2
yi −3 −1 0 1 2
P(Y = yi) 0,1 0,4 0,2 0,2 0,1

Quel jeu peut-on conseiller au joueur ?

Correction

Pour le jeu no 1 : E (X) = −0, 3, V (X) = 8, 01 et σ (X) ≈ 2, 83.
Pour le jeu no 2 : E (Y) = −0, 3, V (Y) = 1, 81 et σ (Y) ≈ 1, 35.
Les deux jeux ont la même espérance de gain, celle-ci étant né-
gative. Les jeux sont défavorables aux joueurs, on peut donc
les déconseiller.
L’écart-type mesure la dispersion des gains autour de l’espé-
rance, donc il évalue le risque du jeu. Ici, σ (Y) < σ(X).
Si un joueur veut vraiment participer, il vaut mieux lui
conseiller le jeu no 2 pour lequel le degré de risque est moins
grand.

3. Transformation affine d’une variable aléatoire

DÉFINITION

Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs x1 ; x2 ; ... ; xn.
Pour tous réels a et b, on peut définir une autre variable aléatoire, en associant à chaque issue
donnant la valeur xi, le nombre axi + b. On note cette variable aléatoire aX + b.

PROPRIÉTÉ

E (aX + b) = aE(X) + b et V (aX) = a2V (X) .

PREUVE

E (aX + b) = p1 (ax1 + b) + p2 (ax2 + b) + ... + pn (axn + b)

= ap1x1 + bp1 + ap2x2 + bp2 + ... + apnxn + bpn

= ap1x1 + ap2x2 + ... + apnxn + bp1 + bp2 + ... + bpn

= a (p1x1 + p2x2 + ... + pnxn) + b (p1 + p2 + ... + pn)

= aE (X) + b × 1

E (aX + b) = aE (X) + b

D’après la seconde formule de la variance :
V (aX) = p1(ax1)

2 + p2(ax2)
2 + ... + pn(axn)

2 − [E (aX)]2

D’après la formule précédente : E (aX) = aE (X), donc :
V (aX) = p1a2x2

1 + p2a2x2
2 + ... + pna2x2

n − [aE (X)]2

= a2
(

p1x2
1 + p2x2

2 + ... + pnx2
n

)
− a2[E (X)]2

= a2
(

p1x2
1 + p2x2

2 + ... + pnx2
n − [E (X)]2

)

V (aX) = a2V (X)
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